4.7 N INTERNATIONAL :
MATHEMATICAL :
OLYMPIAD
SLOVENIA 2006 language: Slovenian

day: 1

12. julij 2006

Naloga 1. Naj bo [ sredisce vértane kroznice trikotnika ABC'. Za tocko P v notranjosti
trikotnika velja
/PBA+ /PCA=/PBC+ ZPCB.

Dokazi, da je |AP| > |AI| in da enakost velja natanko takrat, ko je P = 1.

Naloga 2. Za diagonalo pravilnega 2006-kotnika P recemo, da je dobra, ¢e njeni krajisci
razdelita rob P na dva dela tako, da je v vsakem izmed njiju liho mnogo stranic veckotnika
P. Za vse stranice veckotnika P recemo, da so dobre.

Denimo, da P razdelimo z 2003 diagonalami na trikotnike tako, da se nobeni dve di-
agonali ne sekata v notranjosti P. Doloci najvecje mozno Stevilo enakokrakih trikotnikov
z dvema dobrima stranicama, ki jih lahko dobimo pri takih razdelitvah veckotnika P.

Naloga 3. Doloci najmanjse realno stevilo M, za katerega velja neenakost
| ab(a® — b%) + be(b® — &) + ca(c® — a®) | < M(a® + b* + ?)?

za vsa realna Stevila a, b in c.

Cas resevanja: 4 wre in 30 minut.
Vsaka naloga je vredna 7 tock.
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Naloga 4. Doloci vse pare celih stevil (x,y), za katere velja

1+2x+22x+1 :y2.

Naloga 5. Naj bo P(z) polinom stopnje n, n > 1, s celostevilskimi koeficienti in naj
bo k pozitivno celo stevilo. Oglejmo si polinom Q(z) = P(P(... P(P(z))...)), kjer se P
pojavi k-krat. Dokazi, da obstaja najve¢ n taksnih celih stevil ¢, za katere velja Q(t) = t.

Naloga 6. Vsaki stranici b konveksnega veckotnika P priredimo najvecjo izmed ploséin
trikotnikov, ki so vsebovani v P in katerih ena od stranic se ujema z b. Dokazi, da je

vsota ploscin, ki so prirejene stranicam veckotnika P, vsaj dvakratnik plos¢ine veckotnika
P.

Cas resevanja: 4 wre in 30 minut.
Vsaka naloga je vredna 7 tock.



