4.7 N INTERNATIONAL :
MATHEMATICAL -
OLYMPIAD
SLOVENIA 2006 language: Czech

day: 1

12. ¢ervenec 2006

Uloha 1. Necht I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a P jeho vnitini bod,
pro ktery plati
|9 PBA|+ |9 PCA| = |4 PBC|+ |g PCB.

Dokazte, ze |AP| > |Al|, pficemz rovnost nastane, pravé kdyz P = I.

Uloha 2. Necht P je pravidelny 2006-tithelnik. Jeho tthlopiicka se nazyva dobrd, jestlize

jeji koncové body déli hranici mnohothelniku P na dvé ¢asti, z nichz kazda je tvorena

lichym poctem jeho stran. Kazda strana mnohothelniku P je rovnéz dobrd.
Piedpokladejme, ze P je rozdélen na trojuhelniky 2003 thloptickami, z nichz zadné

dvé nemaji spolecny bod uvnitt P. Urcete, jaky je nejvétsi mozny pocet rovnoramennych
trojuhelniki, které v uvazovaném rozdéleni mnohothelniku P maji dvé dobré strany.

Uloha 3. Urcete nejmensi realné &islo M takové, Ze nerovnost
‘ ab(a® — b*) + be(b? — ) + ca(c* — a?) ’ < M(a® +0* + )

plati pro vSechna realna cisla a, b, c.

Cas na vypracovdni: 4 hodiny 30 minut.
Za kaZdou ulohu je mozno ziskat 7 bodi.



4.7 N INTERNATIONAL :
MATHEMATICAL -
OLYMPIAD
SLOVENIA 2006 language: Czech

day: 2

13. ¢ervenec 2006

Uloha 4. Urcete viechny dvojice (x,%) celych ¢isel, pro néz plati

1 4 233 4 22x+1 — y2.

Uloha 5. Necht P(z) je polynom stupné n > 1 s celo¢iselnymi koeficienty a k necht je
kladné celé ¢islo. Uvazujme polynom Q(z) = P(P(... P(P(z))...)), kde P je uvazovano
k-krat. Dokazte, Ze existuje nejvyse n celych éisel ¢ takovych, ze Q(t) = t.

Uloha 6. Kazdé strané b konvexniho mnohotihelniku P pfifadime maximalni obsah
trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je b. Dokazte, Ze soucet obsahti
pritazenych vSem stranam mmnohotihelniku P je vétsi nebo roven nez dvojnasobek obsahu
mnohotuhelniku P.

Cas na vypracovdni: 4 hodiny 30 minut.
Za kazZdou ulohu je mozno ziskat 7 bodi.



